BA

stichting
mathematisch
centrum MC

i

AFDELING MATHEMATISCHE BESLISKUNDE BN 14/72 AUGUSTUS

B.J. LAGEWEG, J.K. LENSTRA
ALGORITMEN VOOR KNAPZAKPROBLEMEN

Voorlopige uitfgave

2¢e boerhaavestraat 49 amsterdam

souorwesc e e[RRI
AMSTERDAM 3 0054 00048 4734




Printed at the Mathematical Centre, 49, 2e¢ Boerhaavestraot, Amsterdam.

The Mathematical Centre, founded the 11-th of February 1946, 4is a non-
profit institution aiming at the promotion of pure mathematics and its
applications. 1t is sponsored by the Netherlands Governmment thiough the
Netherlands Onganization for the Advancement of Pure Research (Z.W.0),
by the Municipality of Amsiterndam, by the University of Amsterdam, by
the Free Univernsity at Amstendam, and by industries.



INHOUD

blz.

1. INLEIDING 1
2, DYNAMISCHE PROGRAMMERING 3
2.1 Rugzakalgoritmen van Hu en Nemhauser 3
2.2 Rugzakalgoritmen van Gilmore en Gomory

2.3 Knapzakalgoritmen 11
3. BRANCH-AND-BOUND 14
3.1 Algemeen 14
3.2 Rugzakalgoritme 16
3.3 Knapzakalgoritme 17
3.4 Kanttekeningen 20
4. REKENRESULTATEN 21
4,1 Rugzakalgoritmen , 21
4.2 Knapzakalgoritmen 25
5. CONCLUSIES 25

APPENDICES

A  Dominantie 27
B Problemen 29
C  ALGOL-procedures 31
D Literatuur L6






1. INLEIDING

We beschouwen het volgende probleem:

n
P(b) max ) c.X.
- 2q 473
d
n
(1) onder } a,x, <b
1= 4 JdF
d
O_<__xJ_<_____u.j J= Tseeesn
xj geheel J= Ts0004n

Dit probleem zullen we aanduiden als het rugzakprobleem met bevengrenzen.

We onderscheiden twee speciale versies van dit probleem. Als alle boven-—

grenzen u, = 1 zijn, spreken we over het knapzakprobleem XP(b) met

knapzakfunctie K(a), 0 < a < b

n
XKP(b) K(b)= max z c.X.
Ly T8
J
(2) onder a.x. <b
I
xj = 0,1 J= Ts0eesnl

Het tweede geval, het rugzakprobleem, treedt op als de bovengrenzen geen

beperking vormen, d.w.z. us > b/aj.

De rugzakfunctie is gedefinieerd als:

: n

RP(Db) R(b)= max ) c.x.

L T8N

J—

, n

(3) onder ) a.,x. <b

'_1 J J -

J—-

X. > 0, geheel J= 1se0esn

J



We nemen aan dat a’j (3=1,000,n) en b natuurlijke getallen zijn en dat
¢. (j=1,.00,n) niet-negatief en reéel is.

J
We gebruiken in het vervolg de notaties:

H(p q)(b) is de meximale waarde van probleem HP(b),
2

met X1= s00 = Xp__]: O en Xq+1= o0 = Xn = O;
H_4 (b) is de maximale waarde van prebleem HP(b),

met Xd = 03
[yl is het grootste gehele getal niet groter dan y;

dj;'cj/aj is de relatieve waardedichtheid van variabele xjo

Als toepassingen vermelden we het investeringsselectieprobleem [18] en
het snijprobleem [7], waarin de rugzekalgoritme een subroutine is van

het L.P.-probleem. Aan de meer theoretische kant is te noemen:

~ Het groepenprobleem,dat ontstaat bij de groepentheoretische aanpak
van het geheeltallige programmeringsprobleem [ 18], kan worden gefor-
muleerd als een rugzakprobleem met bovengrenzen.

- Bij de reductie van stelsels vergelijkingen in geheeltallige varia-
belen ontstaat een knapzskprobleem, waarin de bijveorwaarde een ge-
lijkheid is [2] .

- De sneden in snede-algoritmen voor het geheeltallige programmerings-—
probleem kunnen worden versterkt door het oplossen van een rugzak-

probleem [ 1],

Twee oplossingsmethoden worden behandeld:
dynamische programmering in hoofdstuk 2 en branch~and-bound in
hoofdstuk 3. .

Geen aandacht wordt gegeven aan knapzakalgoritmen, die de toegelaten

hoekpunten van de eenheidskubus genereren [3] [13].



2. DYNAMISCHE PROGRAMMERING

2.1 De rugzskalgoritmen van Hu en Nemhauser

Uitgangspunt voor toepassing van dynamische programmering is het

model:
(4) % Fo(a) 20
© F.(a) = max {c.x. + F. (a=a.x.)}, J=1,cee,n
J 0«<x.< [a/a.] J-1 4d ’
i J
V z.{a) = x., als F.(a) = c.x. + F, -a.X. j7=15000,0
(5)  z5(a) =%, als Fyla) = cpxg + Fy_(amagx), §=lsees

58=0,1,000,b

Door herhaalde substitutie van deze definitie volgt Fj(a)= R(1 J.)(a)
H
en in het bijzonder Fn(b) = R@,n)(b> = R(b).

Een oplossing die Fn(b) realiseert wordt recursief teruggevonden als:

0
(6) x. =z. (b = Z'

. ), j=n,n—1,oee,1e
J J =3+1

1%
Het model (4) - (5) heeft twee, voor practisch gebruik onoverkomen-
lijke, bezwaren: Het aantal te vergelijken beslissingen is zeer

groot - bij benadering nb + %be E 1/a

en de functies 2.,,00,2
21 12°°%9%
J:

5 -
moeten voor 0 < a = b worden bewaard om de optimale strategie terug
te vinden.

Een iets andere aanpask (Hu [12]) komt aan deze bezwaren tegemoet .

We definiéren:

. =@ a <0
Hy () = —
M |
i, Hj.(a) = max {Hj_1(a), ¢ + Hj(a—aj)} s J¥1lye00,n
io (a) = 0O
(8) : .
ij (a) =9 > als Hj(a) g Hj—1(a) s J=1,000,h0

1j_1(a), anders



Lemma 1: Hj(a) = R(T’j)(a)‘ voor 0

Bewijs: Als a < Zaj zijn de definities (4) en (7) identiek.
Als re, <acx< (p+1)aj, p > 2 volgt door substitutie:

Hj(a) nfx {Hj_1(a), ¢ + max {Hj_1(a—aj), cj+Hj(a—2aj)}}

1
= max {H. a c. + H. 8=28.) 5000 3pC.+H, a=-pa.
J—'l( )s 3 3_1( J)’ P 3 J‘-"‘( PaJ)}

Fyle) =By (e

Om een oplossing die Hn(b) realiseert terug te vinden, is alleen

in(a), 8=0,000,b nodig. Stel aOEO en bepaal recursief de indexverzameling

I(b)

in

{J.]:ln(b), 32=ln(b—aj1)’OQU’Jm=V1n(b-aj1— ° 00 "'ajm 1),*@0(.'?5

De waarde van xj in een opt;male oploss%ng van RE{b) is de car@%nal%teit

van j in I(b).

Het aantal te vergelijken beslissingen bij deze methode is bij benadering
nb. De registratie van de optimafe oplossing vergt slechts &én arrey met

lengte be.

De algoritme van Hu (procedure 1 van appendix C) is gebaseerd op de
functionaalvergelijkingen (7) en (8). Vooraf wordt nagegaan of bepaalde
eenvoudige vormen van dominantie (zie appendix A) optreden. De daarna
resterende variabelen worden gesorteerd naar niet-stijgende relatieve
dichtheden. De berekening (7) van de rugzakfunctie voor variabele j

wordt slechts uitgevoerd, indien c, > R(

j 1,5-1) (850

De functies Hj(a) zijn monotoon niet-dalende trapfuncties, die in prin-
cipe alleen op de sprongpunten berekend behoeven te worden (Nemhauser
[18] ). De algoritme van Nemhauser (procedure 2 van appendix C) is in
opbouw gelijk aan de elgoritme van Hu, met dien verstande dat alleen

sprongpunten geadministreerd worden.



2.2 Rugzakalgoritmen van Gilmore & Gomory

In de voorgaande algoritmen is de rekentijd evenredig met het produkt
van het aantal variabelen n en het rechterlid b van de bijvoorwaarde.
In principe staan dus twee wegen open om tot effectievere algoritmen te

komen, waarvoor wij gebruikmeken van specifieke eigenschappen van de

rugzakfunctie,

Lemma 23 Voor de r.z.f R(a), 0 < a < b geldt:

(9) R(a) > O

(10) R(aj)g__ ¢ s J=1s000,n
(11) R(a) = R(a') , a>a'
(12) R(a+a') > R(a) + R(a')

Bewijs (12): De som van de optimale oplossingen van RP(a) en RP(a') is
een toegelaten, maar niet noodzakelijk optimele oplessing

van RP(a+a'),

Lemma 3: Als X > 0 in een oplossing die R(a) realiseert, dan:

(13) R(a) R(a—ap) + R(ap)

14 R(a_) = ¢

(14) ( P) o
n

Bewijs: Zij R(a) = z cjxj, Xp > 0., Een toegelaten oplossing veor
J=1

RP(a-ap) wordt gevormd door
* Xj s J D

0T x - j=op
P i °

Uit lemma 2 velgt nu (13):

o~

*
R(a) ;_;R(anap) +~R(ap) €5¥; + e, = R(a).

b
-

j=1

Door (13) als definitie van R(ap) te beschouwen, volgt (14):

*
KXo o= Z C:X. = C_ o
b I RS- P I B ¢

n
c. <Rla) = Z e



Gevolg 1:(Optimaliteit van substrategién)

Als (x1,...,xn) R(b) realiseert, .

rea}iseert (y1,...,yn), met O SY; %5,
o n

R(a) voor 7} a.y.<a

n
g.v. + (b - X))
2 57 ( 1 a xJ)
J=1 J

J 520 4

A
1~

1

Gevolg 2: De r.z.f R(a) voldoet san de functionsalvergelijking:

- R(0) =0
(15) . R(a) = max‘{R(a—aj) + cj)lO <J<n, a; < a} , voor a> 0,
waarbi]j de verschilvariabele X, gedefinieerd is door a0=1 en
ey = 0.

De algoritme 1 A van Gilmore & Gomory [9] (procedure 3 van appendix C)
is gebaseerd op functionaalvergelijking (15), geschreven als: ’

(16)  R(a) = max {R(y) + cjly =a-as 828, 0<Jjs<n},a=>0,
Er zijn twee arrays met lengte b in gebruik: array r bevat na afloop de
rugzakfunctie R, in array 1 staat op plaats a een beslissing j, waarvoor
R(a) = R(a—aj) + c;e

De algoritme exploiteert het feit dat alleen sprongpunten van de

r.z.f R(a) in aanmerking behoeven te worden genéﬁééﬁﬁls y in (16). Als
voor y = a - &, k > 0 geldt: R(y) = R(y-1), den volgt:

R(y) + e = R(y-1) + e * e < R(y + & - 1) + ey = R(a-1) + Cy>

zodat de term voor j = k in het rechterlid van (16) gemajoreerd wordt
door de term voor j = 0.

We nemen aan dat voor alle varisbelen geldt O < aj b en aj # a, voor
J # k, en dat de varisbelen geindiceerd zijn naar stijgende aj.
Algoritme 1 A luidt:

0. Initialiseer r(a) = 0 voor 0 < a < b.
=

it

Initialiseer r(aj) VOOr J = l,e0.,N

Stel 1(0) =0 en y

c. en if{a.
J ( J)
1'

1. Als r(y) < r(y-1), kies dan als optimale beslissing
i(y) = 0 en stel r(y) = r(y-1)..

2. (Controleer op dominantie).



3. Als i(y) = 0, ga dan naar 5.

4, Bereken voor a=y + a. , J = lgeoo,n met 8 < min (y,b-y), r(y)+cjo
Als r(y) + ey * r(a), stel dan r(a) = rty) + ¢; en i(a) = j.

5. Als y < b, verhoog dan y met 1 en ga naar stap 1.

6. Bereken de oplossing, die r(b) realiseert door backtracking in

array i venuit a=mex {y | 0 <y <b, ily) >0 }. Stop.

Opmerkingen:

1. Deminantie van variabele J kan worden geconstateerd in stap 2 als

y
Jj niet veorkomt, met r(aj) ;=cj: elimineer variabele j.

ajo Als i(y) # j, bestaat een combinatie van varisbelen, waarin

2. In stap 3 mag gelden: aj <y, om vergelijkingen tussen oplossingen,
die bij backtracking de volgorde Jyeoe,i(y), resp. 1(y)secesj zouden

opleveren, te vermijden.

3. Afgezien van de beperking tot sprongpunten van R(a) is algoritme 1 A
wat betreft aantal vergelijkingen (n x b) en benodigde geheugenruimte

gelijkwaardig aan de algoeritme van Hu.

Een functiewaarde R(a) wordt mogelijk door verschillende oplossingen
gerealiseerd. We willen aan a een unieke oplossing x(a) toekennen bij
een gegeven permutatie (0,1,...,n) van de variabelen XgsX s000sX o We
kiezen als deze unieke x(a) de lexicografisch grootste oplossing die
R(a) realiseert: als x # x(a) eveneens R(a) realiseert, bestaat een
getal p met x; = xj(a) veor j < p en x, < xp(a)0 ‘We definiéren voorts

de functie i(a) als

"~ i(0)

11

n+1

(17)

]

i(a) min {j | 0 £ j < n, R(a)= R(apaj) + cj} , a > 0o

i{a) wijst de varisbele met de laagste index aan, die pesitief is in een
of andere oplossing die R(a) realiseert (lemma 3), m.a.W.

i(a) = min {J | xj(a) > 0} o

Als we backtracken in array i, met i(a) = j, vinden we derhalve alleen
indices, die niet kleiner zijn dan j.

Wantﬂstel i(araj) = p < jo In de unieke oplossing x(a—aj) is dan

X (a—aj) > 0. Maar x(a—aj), aangevuld met eenmaal variabele j, realiseert
R(a) en is lexicografisch groter dan §(a), in strijd met de definitie van

x(a).



We hebben sangetoond:
Lemma 4 [9] : Als i(a) = j, dan i(a—aj) > Jj wvoor a > 0.
Gevolg 3:. De r.z.f. R(a) voldoet aan:

R(O)
{ R(a)

waarbij i gedefinieerd is door (17).

-

]

0

max {R(a»aj) + cj l 0 < j ;zi(apaj), a.j <a}l , a>0,

Het aantal vergelijkingen volgens (18) is minder dan volgens (15). Een
verdere reductie kunnen we bereiken door op te merken dat een beslissing
alleen optimaal kan zijn, als hij ook optimaal was in een "eerdere ver-

gelijkbare situatie":

Lemme 5 [20]: Als i(a) = j en i(a—aj) =p2>Jj, dan i(a-ap) = j.

J
‘ , . 3,
ama,_—a. a-g a~a. a
P J P d

Bewijs: Triviaal voor p = j. Neem aan p > j. In x(a) zijn xj(a) en

xp(a) positief. Uit lemma 3 volgt:
R(a) = ¢. + ¢ + Rla~a.-a ) = ¢ + Rla-a
(a) 5 D ( 3 p) o ( oF

ofwel R(e-a_) = c. + R(a-a.-a_).
P Jd J P

Uit de definitie (17) ven de i-functie volgt i(a—ap) <.

Stel i(a—ap)= g < Jo.

R = + R{a- = c_ + + R(a-a_- < ¢+ Rla-
(a) ¢, (a ap) ¥ S ( D aq) < (a aq),

q
m.a.w. R{a) wordt gerealiseerd door een oplossing, waarin
X, >0, q<j=i(a), in strijd met de definitie van i(a).
Gevolg L: De r.z.f. R(a) voldoet aan:

R(0) = 0
(19) R(a)

waarbij i gedefinieerd is door (17).

max {R(a—aj)+cj!0§J;}(a“aj)’ j=i(a—ai(a—a.))’

aj < a }, a>0,



Opmerking: Bij toepassing van gevolg 4 moet l(a_ai(a-aj)) bekend zijn

in a=as, deWeZo &, < &,

J _l(a—a,) voor j £ i(at?,j);

de variabelen moeten naar stijgende a.’j worden geindiceerd.

Behalve door vermindering van het aantal te vergelijken beslissingen, .
ken ook winst geboekt worden door verkleining van het intervel, waar-
over R(a) berekend moet worden. Als i(a) = 1 voor a' < a < a", met
a" - a' ;=m?x a5 komen voor a > a alleen nog beslissingen X (en xo)
in aanmerking (lemma 4). De vraag is of en hoe we naar zo'n situatie
kunnen toewerken. Intuitief verwacht men dat variabelen met een grote
relatieve dichtheid "op den duur" de voorkeur genieten. Deze verwachting
wordt gepreciseerd in
Lemma 6:

Als voor xp geldt: dp > dj voor alle j, p < j = n, dan bestaat

==

een getal a(p), z6, dat voor alle a > a(p):

(20} R(a) = R(p+1,n)(a') + R(O,p)(a")’

voor een &' < al(p) en a' + a" < a.

Bewijs: Zij Vj en wj geheel, met v.a. = w.a_ voor j= p+l, ocoo,llo

J P
n
We kiezen a(p) = } v.a.. R(a) kan met herhaald toepassen
J=p+1

van lemma 3 gesplitst worden in twee stukken, met alle variabe-

len xi, J » p in het eerste stuk:

R(a) = R( (a') + R

p+1,n) (Oap)(a")o

We moeten nog aantonen dat af ;a(p)o Als a' > a(p), is er een
variabele x b met x_ > v . Vervang x_ door x' = x - v
> q’ 9 - Do q a - g q q
en xp door xé = xp + qu Dit reductieproces voor x > v_ kan
worden herhaald, totdat alle x < V_. Bijgevolg is tenslotte

q q
a' < a(p).

Gevolg 5: Als voor X, geldt d1 2 dj’ 1<Jj<n (x1 is een "turnpike"
variabele), dan voldoet R(a) voor a > a(1) aan:

R(a) = R(2,n)(a') + [(a~a')/ a,Je, voor een a' < a(1),

R(a)

R(a~a1) + C.]o
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R(a) is voor a > a(1) periodiek met periodelengte a, en een niveauver-

schil ¢, tussen twee opeenvolgende perioden. Als we een turnpike varia-

bele index 1 geven, zijn op den duur alleen nog beslissingen x. toege-

1
n
laten. Zodra dat het geval is - gewoonlijk voor een a(1)<< ) Vi =

kan R(a) verder door extrapolatie worden gevonden. =2

Algoritme 1 B van Gilmore & Gomory [9] / Shapiro & Wagner [20] (procedure
4 van appendix C) is gebaseerd op functionaalvergelijking (19) en de
periocdiciteit van de rugzakfunctie. De structuur van de algoritme is
identiek aan algoritme 1 A. In stap 4 echter worden alleen beslissingen
met J £ i(y) en j = i(a—ai(y)) beschouwd. In stap 5 wordt gestopt, zodra
een a bereikt is, waarboven de rugzakfunctie periodiek wordt, d.w.z. als
voor alle y > a in stap 4 alleen beslissing O of 1 is toegelaten.

We nemen aan dat variabele 1 een turnpike variabele is en dat derverige

variabelen geIndiceerd zijn naar stijgende aj. De algoritme luidt:

0. Initialiseer r(a) = i(a) =0 wvoor 0 < a < b.
Initialiseer r(aj) =c;en i(aj) = J VOOr J= T,ee.,0.
Stel i(0) = n+l eny = 1.

1. Als r(y) = r(y-1), kies dan als optimale beslissing
i(y) = 0 en stel r(y) = r(y-1).

2. (Controleer op dominantie).

3. Als i(y) = 0, ga dan naar 5.

4. Bereken voor a= y + a5 met j= 1,...,i(y), a < b en j=i(a—ai(y)),
r(y) + ¢se Als r(y) + c; > r(a), stel dan r(a) = r(y) + c; en
i(a) = j.

5. Bepaal bmax = max {a | i(a) > 1} .
Als y < bmax, verhoog dan y met 1 en ga naar stap 1.

6. Bepaal de oplossing, die r(b) realiseert, door extrapolatie voor

b » bmax + a, en backtracking veor het resterende gedeelte. Stop.
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2.3 Knapzakalgoritmen

De knapzakfunctie voldoet aan de eigenschappen (9) - (11) van de rug-
zakfunctie: K(a) > O, K(aj) i c. en K(a) > K(a') als a . a', maar niet
aan eigenschap (12). Als x(a), resp. x(a') de functiewasarden K(a),
resp. K(a') realiseren, dan hoeft x(a) + x(a') geen toegelaten oplos-
sing vaen KP(a + a') te zijn. Het is dus niet mogelijk knapzakalgoritmen
af te leiden, analoog aan de rugzakalgoritmen van Gilmore & Gomory.

We kunnen K(b) als volgt recursief uitdrukken:

Koly) = 5 0Ozy b
igly) =0 . Osysbd
(21) Kj(y) = Kj—j(y) o ( | , 0 <y <a,
ax {K. K. -g.) + c.] 8. < < b
mex {K; ,(y), K;_,(y-2; 39 B2y
i. = 1 K. » K.
J(y) , J(y) J_1(y)
0 , anders s 0 2yxb
» 1 £J &£n.

K(b) is gelijk aan Kn(b) en de bijbehorende oplossing wordt recursief

bepaald als: x. =i.(b - ? ax ), JjEna=l,000,1
J d p=j+1 PP

In tegenstelling tot het rugzakprobleem zijn nu alle n functies ij
nodig om de oplossing terug te vinden.
De knapzekalgoritme van Hu (procedure 5 van appendix C) is gebaseerd
op de functionaalvergelijking (21). De variabelen worden gesorteerd op
niet-stijgende relatieve dichtheid, omdat wijziging van de functie-
waarde in k(y) meer handelingen vereist dan een gelijkblijvende functie-
waarde. De kgapzakfunctie K(1’j)(a) wordt berekend over het interval
[0,min {D, i al}].

1=1
De algoritme luidt:

0. Sorteer de variabelen op niet-stijgende cj/aj.

1. Stel k(0) =0, bmax = O en j = 1.

2. Als bmax < b, bepaal dan b' = min {bmax + aj, b} ,
initialiseer k(y) = k(bmax) voor y = bmax + 1,...,b' en stel

bmex = b'.
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3. Bepaal achtereenvolgens voor y = bmax, bmax - 1,...,aj
de waarde k(y—aj) + e Als k(y—aj) + c; > k(y)
stel dan k(y) = k(y—aj) + ese

b, Leg in array i de omslagpunten van de functie ij(y), gedefinieerd
volgens (21) vast, d.w.z. alle y waarvoor ij(y) # ij(y+1).

5. Als J <n verhoog den j met 1 en ga naar 2.

6. Als bmax < b, stel dan b = bmax.

7. Bepaal de oplossing die k(b) realiseert door backtracking in
array i middels telling van het aantal omslagpunten van de

functie i.(y) op het interval [b, b - 2 a.x. 1.
J _= 171
1=3+1
8. Stop.

Gerhardt [ 6 ] ondervangt het bezwaar dat alle n functies i. bewaard

moeten worden door een andere definitie van ij:

] als K. > K.
sWIE .
(22) 1j_1(y) , anders , oz
io(y) = 0.

De oplossing van KP(b) wordt bepaald door backtracking in in(y), zolang
de daarbij aangetroffen indices van de variabelen monotoon dalen.

Immers, zij j1 = in(b), b, = b - a; en j2 = in(b
1

Als.j2 < j1, dan ijg (b2) = in(bZ)' Als echter jzr;:j1, dan

Kn(bQ) > Kj1_1(b2) en 1n(b2) =J, #

2)'

i. ,(b,). In dat geval moeten
31—1 2

Kj _1(b2) en ij _1(b2) opnieuw berekend worden door het knapzakprobleem
1 1

KP(bZ) voor j,~1 varisbelen op te lossen. Het voordeel dat minder ge-
heugenruimte nodig is kan het nadeel meebrengen, dat een - moeilijk
voorspelbaar - aantal keren een knapzakprobleem moet worden opgelost.
De knapzakalgoritme van Gerhardt (procedure 6 van appendix C) is in
opzet gelijk aan de algoritme van Hu. De verschillen betreffen de
initialisering in stap 2, de registratie van de functie ij(y) in stap 4
en het backtrackproces in stap T. Deze stappen luiden voor de algoritme

van Gerhardt:



Ta.
Tb.
Te.
Td.
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Als bmax < b, bepaal dan b' = min {bmax + a., b} ,

initialiseer k(y) = k(bmex) en i(y) = i(bmax) voor y = bmax,...,b'
en stel bmax = b'. .

Stel i(y) = j, als in stap 3 de waarde van k(y) veranderd is,
voor y = bmax, bmax-l,...,a..

Stel n = i(b), x, = len verminder b met a .

Als k(b) = 0, ga dan naar 8.

Als i(b) 2 n, verminder dan n me&»1 en ga naar 1.

Ga naar Ta.
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3. BRANCH-AND-BOUND

3.1 Algemeen

We houden ons bezig met het algemene probleéﬁ P(b). We nemen in het ver-
volg aan dat de variabelen geIndiceerd zijn naar niet-stijgende rela-
tieve dichtheden, d.w.z. cj/aj ;ck/ak als j < k, en dat 0 < aj < b voor
alle variabelen.

Zij . de verzameling van alle toegelaten oplossingen van P(b). We bekij-

ken deelverzamelingen X - & die worden gekaraskteriseerd dcer een vector

met n componenten X = (21,...,En), met ij 2 -1 en geheel. Een variabele
j is in X gefixeerd op de waarde x. als ijégo, en vrij in X als ij = =13
we noteren X wel als X ='{(§1,...,§n)}. De vector X bepaalt bij X een
indexverzemeling van vrije variabelen N(X) = {j | x; = -1} , en twee

d
getallen: de som c(X) van de waarden van de gefixeerde variabelen:

e(X) = c.X.
jemm(x) 99

]
en het herziene rechterlid b(X):
b(X) =b - } a.x, .
jemim(x) 99

Een bovengrens UB(X) van X, in de zin van de branch-and-boundtheorie
[17], kan worden berekend door de eis van geheeltalligheid van de vari-

abelen te verwaarlozen:

n
UB(X) = max Z C.X..
21 d J
J
n
onder Z a.x. <b
2y d9 =
J
Oéxj_guj » J € N(X)
xj=§cj » j e N\ N(X),

ofwel:

(23) UB(X) = e(X)+ max {jE}ZT(X)cjxj l jd%(x)ajxj < b(x), 0 §=Xj §=uj, jeN(x)}.
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De optimale oplossing van dit L.P.-probleem is eenvoudig te bepalen.

De varisbelen xj,jeN(X), krijgen de waarde uj in volgorde van ingdex,

zolang ) 8,y < b(X). De varisbele mét de laagste index, zeg X_,
171 = f

1eN(X) :
15

waarvoor het linkerlid b(X) overtreft, krijgt waarde

(b(Xx) - 1§f alul)/ ap; de overige variabelen X3 jeN(X) worden O
1eN(X)

gesteld.

We definiéren op het branch-and-bound proces de ondergrensfunctie LB

als de waarde van de beste tot dusver bekende oplossing van P(b), die

we in het vervolg de pretendent zullen noemen.

Een verzameling X heet gepeild, als UB(X) < LB. Een niet-lege deelver-

zameling kan gepeild worden.

1. door de optimale oplossing van X te bepalen; als de waarde hiervan
groter is dan LB, registreer dan deze oplossing als pretendent en
stel LB gelijk aan deze waarde;

2. door rechtstreekse berekening van een bovengrens UB(X);=LB;

3. door splitsing van X in disjuncte deelverzemelingen X1,X2,ooo en
peiling van deze deelverzamelingen:

UB(X) < max UB(X_) =< LB.

pz1

Als de eerste manier van peilen te moeilijk is - voor ° is dit het
eigenlijke probleem -~ en rechtstreekse berekening van UB(X) niet tot

resultaat leidt, wordt het splitsingsprincipe te hulp geroepen:

X wordt indirect gepeild door peiling van een santal disjuncte deel-
verzamelingen, in de hoop dat deze verzamelingen gemakkelijker recht-
streeks gepeild kunnen worden. De peiling van deze deelverzamelingen
ken onmiddellijk na de splitsing dan wel op een later tijdstip worden
uitgevoerd (zie kanttekening 2 in par.3.l).

Probleem P(b) is equivalent met het peilen van , waarbij na afloop
LB de waarde heeft van de optimale oplossing van P(b), die gegeven

wordt door de pretendent.
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3.2 Rugzakalgoritme

In het rugzakprobleem kunnen de bovengrenzen op de variabelen als on~-
eindig greot worden beschouwd. De bovengreﬂé van een deelverzameling X
is dan
UB(X) =. c(X) , N(X)=2¢
Ce(X)+ 4p(X) , NMX) = P,k = min {j | N .

X wordt zonodig gesplitst in deelverzamelingen Xo,ume,XM door de in X
vrije varisbele met de laagste index, de splitsingsvarisbele, zeg Xy s

in Xp te fixeren op waarde p, d.W.Z.

X:p = {(5':1,.,oo,i-(k_1, D ;{-k_‘_.l,@e', ;:n)} , Voor p=0,1,u.,,M=[b(X)/ak]°

De nieuw gegenerecerde deelverzamelingen XO,.QW,XM kunnen als volgt ge-

peild worden:

"1, Als er in XM nog vrije variabelen een gehele positieve waarde kunnen

sannemen, stel dan p = M en ga naar 3.

2. De in X,, optimale oplossing x* is x; = xj' J ¢ Nx)

" 0 jemx ,
met waarde c(XM)° Als c(XM) » LB, stel dan LB

LN

c(XM) en registreer
x* als pretendent.
Als UB(XM) = c(XM), deWoz. als XM geen vrije variabelen meer heeft
of b(XM) =0, is Xy (en impliciet XM_1,°.D,XO) gepeild; ga dan
naar 8.
Vervolg anders met peiling van de eerstvolgende niet-lege deelver-
zameling X_, d.i. stel p = [(b(X) - min a.)/ak] en ga naar T.
b : dJ
jeN(X)
3. Bereken UB(XP). Als UB(XP) < LB bevat %5 (en a fortieri Xp_1,ogo,Xo)
geen optimale oplossing: ga naar 8.

4, Bereken de vrije variabele X met de kleinste index die in X_ waarde

1 kan asnnemen: s = min {j | J N(Xp), 8 ;=b(XP)} .

Als s » k+1, kunnen L PPERTPE S in Xp alleen waarde nul hebben:

s~1
verander in dat - geval de karakteristieke vector van Xp in
(§1,n..,§k,0,oan,0, is,ooo,in), verscherp de bovengrens tot
UB(X ) = c(Xp) + dsb(XP) en ga naar stap 6 als deze bovengrens

P
UB(X_) < LB,
p....

&
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5e Splits X? in 1 + [b(XP)/as] deelverzamelingen door X, als
splitsingsvariabele voor XP te nemen en peill deze nieuw gegenen‘
reerde groep deelverzamelingen.

b, XP is gepeild, verminder p met 1.

To Als p » O, ga dan naar 3.

8. Stop: Xyyoe0,Xy zijn gepeild.

De rugzekalgoritme (procedure 7 van appendix C) [T] initialiseert LB=0,

kiest X, als splitsingsvariabele van (deel)verzameling en peilt

0°°""* [b/a,T’

Opmerking: In procedure 7 worden LB en c¢(X) niet afzonderlijk berekend,

mear alleen het verschil LB = c(X).

3.3 Knapzakalgoritme

We kunnen bij knapzakproblemen een deelverzameling

X = {(§1,600,§k, ~1,000s=1)} splitsen in X,k = {xlxsX,xS= 1,8 = k} en

XO = {x|xeX, xs=0, s » k} , analoog aan de1rug2akalgoritme0

Een andere manier om X te splitsen is in deelverzamelingen, die onder-
scheiden worden door de in X vrije variabele met de laagste index die
in de desbetreffende deelverzameling op waarde 1 gefixeerd is. Als we
definiéren:

Xp E{(§1’°°°’§k’ O,eoe,O, .;Ep= 1,“"1,000,‘-1)}, :p=k.+1,ooo,n

n+1 - -
X ={(X1’000’ﬁ’ O’OROBOOQROBBGBBOQOSOOOO)}’

den is X = nf1 ¥ en ¥ nxl=¢, p#aq.
p=k+1
. . 1 n+1 .
Als we 20 splitsen in suc0y en nieuw gegenereerde deelverza-

melingen telkens verder splitsen in volgorde van stijgende index, is

het resulterende proces een lexicografische aftelling van oplossingen
van KP(b). Omdat aftelling van een deelverzameling slechts voortgezet
behoeft te worden, zolang deze niet gepeild is, kan de aftelling voor

een groot deel impliciet geschieden.

De bevengrens UB(X) op X = {(ii,og.,§k=1,-1,oom,-1)} is volgens (23):

| £=1 £ 1
UB(X) = c(X) + c, *+ d, {b(X) - }
(24) ) 1=§+1 ot 1=g+1 E

1t

e' (X) +dp . b (X)
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Omdat berekening van deze bovengrens meer werk is dan bij het rugzak-
probleem, is het zaak deze berekening zo weinig mogelijk uit te voeren

en een eenmsal berekende bovengrens zoveel mogelijk te benutten:

a.  Msa > b(X), den X® = @.

b. Ms Xt - . =5 = ¢, den is (§1,...,§5, 0,¢00,0) € X2+
optimaal in X en is X rechtstreeks gepeild.

ce. UB(X®) is een monotoon niet-stijgende functie van p.

n+1

. . - + . .
Als xP gepelld i1s, zijn ook xP 1,...,X gepelld, overeenkomstig

de definitie van gepeilde deelverzameling.

k+1)

a.1  Als X571 # ¢, dan UB(X = UB(X).

d.2 Als na splitsing X% de eerste niet-lege deelverzameling is,

¥ e =33V 2 g en x% # ¢, dan geldt:
UB(x%) < e'(X) + a, ' (x),
’ _ . S=1
en UB(XY) =c'(X) + | e +ap'(x%),
S
1=q
s=1 .
als UB(XY) = c(x%) + § o + abp'(x¥).
1 s
1=g+1

De bovengrens van de "eerste" niet-lege deelverzameling van een
nieuw gegenereerde groep deelverzamelingen kan dus overschat of
berekend worden met behulp van de bovengrens van de moederver-

zameling.

€, Binnen een groep deelverzamelingen kunnen schattingen en boven-
grenzen op soortgelijke wijze doorgegeven worden tussen twee na
elkaar onderzochte deelverzamelingen.

e.1 Als (XP)PH # ¢, dow.z. in X* kan variabele x
p+1

Pt waarde 1 aanne-~

men, dan ook X # §. De bovengrensfunctie daalt van X* naar

Xp+1 met tenminste cp - dfap. Een eenvoudige overschatting van
+ . .
uB(x¥ 1), die vooral kracht heeft als f >> p, is
pHi p = P P
UB(X < UB(X¥) - ¢+ da={c"(X°)-c_ I+ a {p'(X) +b_1}.
(F*T) L UBGP) - ¢+ age = Lot (P)uc b+ afor(F) + b )
UB(XP+1), die volgens (2L4) gevonden wordt als
+ +
uB(E!) = o' (xP*) + @ b1 (xPh),
kan ook via enkele eorrecties op UB(XP) bepaald worden:
ptly 1 (P 851 ' p+1
UB(X¥ ') = {e"(X*) = c }+ J e, +db' (X ).
jo) 125 1 s
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e.2 Als (Xp)P+1 =0,  CALISI =,er1 =@ en XY # ¢, dan is een
overschatting voor UB(X%):
UB(XxY) < UB(xP) - c_ + 4 .a
= Y 4 P
= {e"(xP)- e} + 4 B (XP) + a
{e'(x¥) p} q{() p}a

en kan UB(X%) worden berekend als

g1
Ay 1 (P v +3
UB(X") = {e (X)-Cp}+l£qal+dsb (x%).

Onder de veronderstelling dat minstens &é&n vrije variabele in

X = {(5:1,... X 5 =15e0e,-1)} waarde 1 kan aannemen, d.w.z.

k’
n
sy xP # @, kunnen we X als volgt "aftellen tot peiling'":
p=k+1
k+1
1. Als X # @, stel dan p = k+1 en ga naar 5.
Initialiseer p = k+1.
2. Bepaal de eerstvolgende niet-lege, nog niet gepeilde deelverzame-
ling XP, d.w.z. stel p = min {1 | a, <Db(x), 1> p}.
'3. Bereken UB(XY) met behulp van d.of e, en stel f gelijk aan de index

van de fractionele variabele in (2L).

Als UB(XP) < 1B, is XP(en a fortiori XP+1,090,Xn)gepeild: ga naar 8.
k. Als de oplossing, die UB(XP) realiseert, geheeltallig is, i.c.

UB(xP) = ¢'(XP), registreer dan deze oplossing

(§1,...,£k,o,...,o,ip = 1, 1, eee,X = 1,0,...,0) als pretendent,

stel LB = ¢'(¥?) en ga naar 8. =
5. Als er in XP nog vrije varisbelen waarde 1 kunnen aannemen - hetzi]j
f > p+1, hetzij min {aj | 3 > £} < b(XP) -, pas dan het aftelproces
toe op x® en ga naar 2.
6. Als c'(xP) s 1B, registreer dan de opiossing, die ¢'(xP) realiseert,
als pretendent en stel LB = c'(X¥).

T. Als ‘5?: xt # @, i.c. min {aj | § > p}> b(xP) + a,, g dan neaar 2.

8. Stop: XP+1,...,Xn zijn gepeild.

De knapzakalgoritme (procedure 8 van appendix C) [7] [12] initialiseert
IB = 0 en peilt .. door impliciete aftelling.

2~ Ms de overschatting voor UB(XY), gebaseerd op d. of e. hier-

boven, LB niet overtreft, ga dan naar 8.
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3.4 Kanttekeningen

1.

In bovenstaande algoritme kan als splitsingsvariabele worden beschouwd
de vrije variasbele met de lasgste index. Greenberg en Hegerich [11]
splitsen op de fractionele variabele in een deelverzameling, d.i. de
varisbele die bij oplossing van het L.P.probleem (23) ter bepaling
van de bovengrens een niet-gehele-waarde sanneemt. Hun algoritme
(procedure 9 van appendix C) is equivalent aan de algoritme van

Land and Doig [15] voor het algemene geheeltallige lineaire program-
meringsprobleem, als deze algoritme wordt gebruikt om XP(b) op te

lossen.

Alle boven beschreven algoritmen onderzoeken gegenereerde deelver—
zamelingen volgens de LIFO-regel : de laatst gegenereerde deelver-
zameling wordt het eerst gepeild. Voordelen van deze sanpaek zijn
een eenvoudige, automatische administratie van nog te peilen deel-
verzamelingen en een gering aantal handelingen tussen twee opeenvol-
gend onderzochte deelverzamelingen. Nadeel is de starheid, waardoor
eventueel meer deelverzamelingen gegenereerd»worden dan strikt nood-
zakelijk, door splitsing van deelverzamelingen met een bovengrens,
die kleiner is dan de waarde van de optimale oplossing.

Dit bezwaar vervalt, als we een prioriteitsregel gebruiken, waarbi]

we steeds proberen de nog niet-gesplitste deelverzameling met de
hoogste bovengrens te peilen.

Terwijl i.h.a. een compromis tussen de LIFO-regel en een prioriteits-
regel wordt aanbevolen [5], is onze ervaring, in overeenstemming met
Greenberg en Hegerich [11], dat voor knapzakproblemen de LIFO-regel

de voorkeur verdient.

Procedure 10-van appendix C (rucksackubbb) is een algoritme voor het
rugzakprobleem met bovengrenzen.
De algoritme is met inachtneming van de bovengrenzen op de varisbelen

opgebouwd als procedure T voor het rugzakprobleem zonder bovengrenzen.

Cabot [4] gebruikt de eliminatiemethode van Fourier-Motzkin om
branch-and-bound slgoritmen voor het rugzakprobleem af te leiden. In
deze algoritmen kunnen de splitsingsvariabelen in elke willekeurige,

zij het vaste volgorde, worden gekozen. Wordt gesplitst nasr dalende
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relatieve dichtheid, dan resulteert de boven beschreven rugzakalgo-
ritme. Cabot rapporteert de beste resultaten bij splitsing naar stij-
gende range van de varisbelen, waarbi] hij de range bepaalt als het
verschil tussen de maximale en minimale waarde van een varisbele in
een toegelaten oplossing, die een hogere kriteriumwaarde heeft dan

een heuristisch bepaalde beginoplossing.

REKENRESULTATEN

De ALGOL-procedures 1 - 10 (appendix C) zijn getest op de EL-X8 computer

van het Mathematisch Centrum aan de hand van 4 series testproblemen

(appendix B), waarvan de moeilijkheidsgraad toeneemt van serie A naar

serie D.

L.

Rugzakalgoritmen

Tabel 1 geeft aanleiding tot de volgende opmerkingen:

1'

2.

De algoritme van Nemhauser is langzasmer dan de algoritme van Hu, uit-
gezonderd voor serie A. De problemen ven serie A bezitten een dusda-
nige dominentie, dat slechts weinig (1~10) variabelen niet gedomi-
neerd worden. Andere hier niet opgenomen testproblemen met 10sn<25
wijzen eveneens uit dat de beperking van de administratie tot sprong-

punten alleen bij kleine n voordeel kan opleveren.

De rekentijden van de algoritmen van Hu en Gilmore & Gomory la zijn
ongeveer gelijk, zoals te verwachten is, omdat beide een zelfde aan-

tal vergelijkingen uitvoeren.

Onder de algoritmen, die dynamische programmering gebruiken, is al-
goritme 4 van Gilmore & Gomory 1b / Shapiro & Wagner superieur. De
invloed van de, wijzigingen t.0.v. algoritme 3 kan worden afgeleid
uit tabel 2, In de C-serie speelt periodiciteit geen rol; alle winst
is het gevolg van een kleiner aantal vergelijkingen. Bij een groot

rechterlid b telt dit voordeel zwaarder, omdat de turnpike varisbele
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(in seconden)
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TABEL 1: REKENTIJDEN VOOR RUGZAKPROBLEMEN
ALGORITME
PROBLEEM
1 2
Hu Nemhauser
A - 250 - .3 .3
2.4 2.7
k.5 5.1
500 - .5 .5
3.k 2.0
6.3 3.k
1000 - .9 1.0
9.3 7.2,
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19 32
500 - 9 14
4L 98
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TABEL 2. VFRGELIJKING ALGORITMEN 3 EN L

R(a) perio- REKENTIJD(sec)
PROBLEEM b diek vanaf | ALG.3 |ALG.4
B-1000~01 1016 12 3
-05 |l 5076 350 66 3
C-1000~-11 || 3308 (450) 199
21 | 6315 | >11000 (1200) | 377
D- 25-10 || 1010 5 .8
60 || 6060 658 Ll 1.4

relatief veker optimaal is naarmate de rugzakfunctie R(a) het perio-

dieke deel van zijn domein nadert: de verhouding tussen de rekentij-

den voor de twee C-problemen is 3 bi] algoritme 3 en 2 bij algoritme

4. In de B- en D-serie wordt de stijging van de rekentijden in algo~
ritme 3 sterk afgevlakt in algoritme L door de vroeg optredende

periodiciteit.

In de C-serie neemt de relatieve dichtheid langzaam toe bij stijgen-
de aj. Op den duur, bij grote b, zullen de varisbelen met grote aj

de voorkeur hebben. Bij de in procedure 4t gehanteerde volgorde naar
stijgende a; moet het grootste deel van de variabelen doorlopen wor-
den volgens functionaalvergelijking (19), als de beslissing i(a)

een hoge index heeft. Op voorhand verwacht men dat een algoritme,

dat de varisbelen omgekeerd nummert, minder vergelijkingen heeft uit
te voeren. Het tegendeel bleek echter; de oorzask hiervan is de
kleine waarde van b t.o.v. de grootste aj in de C-serie, waardoor de
situatie, dat yariabelen met grote aj optimaal zijn, zelden kan
voorkomen. Daarnaast heeft omkering van de volgorde het bezwsar, dat
de contrdle op dominantie niet meer in de algoritme past en dat
lemma 5 niet toegepast kan worden.

Hoewel functionsalvergelijking (19) een willekeurige permutatie van
de variabelen, bv. naar dalende relatieve dichtheden, toestaat, heb-
ben de twee bovengenoemde permutaties het voordeel, dat, zodra bij
één vergelijking geconstateerd is dat b overschreden wordt, de overi-

ge vergelijkingen nagelaten kunnen worden.
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5. De rekentijden van algoritme 4 en branch-and-bound algoritme 7 ont-
lopen elkaar niet veel voor de series A,B en C. Wanneer algoritme 4
sneller is betreft het problemen, waarin het bovengrensmechanisme
slecht functioneert:

- In serie C zijn de verschillen tussen de relatieve dichtheden van
de varisbelen uiterst gering: iedere deelverzameling heeft nage-
noeg dezelfde bovengrens; de diepte van de boom van gesplitste
deelverzamelingen blijft gelijk, bij stijgende b, maar de breedte
neemt toe en- dasrom ook de rekentijd. _

- In serie-D komen geen variabelen met~kleine~aj voor (aj>> 100).
Bij sommige wasrden van b zijn de combinaties van relatief hoog-
waardige variabelen slecht passend, terwijl de resterende slack
niet kan worden opgevuld met kleine aj. Bijgevolg ligt de waarde
van de pretendent LB ver af van UB(1) en moet de aftelling lang
worden voortgezet. Voor een dergelijk soort problemen fluctueren
de rekentijden ven de branch-and-bound algoritme sterk, als b een
interval doorloopt.

Voor de gemakkelijker problemen van serie A en B heeft de branch-

and-bound algoritme T de prettige eigenschap dat de rekentijden niet

ven b afhangen. De rekentijden van algoritme LI nemen regelmatig toe
bij stijgende b, zolang R(b) nog niet periodiek is, om daarna prac-
tisch constant te blijven (afgezien van een lichte stijging voor

initialisering van r(a), 0 < a2 < b).

Een ander vergelijkingspunt is de benodigde geheugenruimte.

Nadeel van de dynamische programmeringsmethode is dat veel geheugen-—

ruimte nodig is: ook bij een andere programmering van de algoritme

zijn minimeal vereist 2 arrays, met een lengte gelijk aman de grootste
aj, in het kerngeheugen, plus 1 array met een lengte, gelijk aan het
niet-periodieke interval van R(a), in een extern geheugen. De

branch-and-bound algoritme heeft dit bezwaar niet.
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4.2 Knapzakalgoritmen
Tabel 3 (zie blz.26 ) geeft aanleiding tob de volgende opmerkingen:

1. De tijden voor de algoritmen van Hu en Gerhardt zijn ongeveer gelijk.
In alle hier opgenomen testproblemen behoeft Gerhardt slechts &én
knapzakprobleem op te lossen, voor enkele andere problemen moesten
twee knapzakproblemen worden opgelost, maar i.h.a. schijnt de prijs
voor het geringer gebruik van geheugenruimte (vgl.probleem C-250-05)
zelden betaald te hoeven worden. Men moet evenwel bedenken dat in de
optimale oplossingen van de éeries B en C slechts enkele variabelen

positief zijn.

2, De algoritme van Greenberg en Hegerich is voor de geteste problemen
geen verbetering t.0.v. algoritme 8; de oorzask hiervan ligt in de

sterke toename van de administratieve bezigheden.

3. Voor knapzakproblemen is de branch-and-bound algoritme 8 te prefe-~
reren, uitgezonderd voor problemen, waarbi]j Kleine aj ontbreken
(serie D). Voor dergelijke problemen falen in feite alle algoritmen
bij een groter aantal variabelen.

Wat betreft het gedrag van de rekentijden van algoritme 8, afhanke-
lijk van de grootte van b, kunnen dezelfde opmerkingen gemaskt worden

als voor de branch-and-bound rugzakalgoritme.

5. CONCLUSIES

Zowel voor het rugzakprobleem als voor het knapzakprobleem kan niet &én
algoritme als uniform het beste voor alle soorten problemen beschouwd
worden. o

Wanneer naast de bijvoorwaarde ) 8.X < b andere voorwaarden vervuld
moeten worden, komen branch-and-bound algoritmen het eerst in aanmerking,
enerzijds omdat deze het eenvoudigst aan het probleem zijn aan te passen,
anderzijds, omdat de eigenschappen, waarop goed werkende rugzakalgoritmen
m.b.v. dynamische programmering zijn gebaseerd, dan i.h.a. niet meer
gelden,

Voor knapzakproblemen, waarin geen variabelen met kleine aj voorkomen,

werkt geen van de behandelde algeritmen bevredigend.
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TABEL 3: REKENTIJDEN VOOR KNAPZAKPROBLEMEN (in seconden)
ALGORITME
PROBLEEM
5 6 8 9
Hu Gerhardt B. & B. B.& B.(GH)
- 250 - 19 2 2 1.3 15
25 70 60 2.0 45
50 114 99 2.3 10
500 - 19 3 3 2.5 43
25 275 235 4,9 33
50 Lsh 390 k.6 12
1000 - 19 8 T 6.7 953
25 > 800 927 9.0 513
50 9.4
- 250 - 01 12 12 2 223
05 110 97 2 263
500 - 01 LY 5
05 5
1000 - 01 7
05 8
- 250 - 01 To) L7 "9
05 *x 114 29
500 - 01 187 3L
05 162
1000 - 01 125
05 1165
- 25 - 08 5.2 5.3 34,6 > 500
10 6.4 6.5 150.4
20 10.8 111 49.3
Lo * 12.4 13.0 .2
60 * 12.9 13.0 .2

* probleem triviaal

** overschrijding geheugencapaciteit
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APPENDIX A: Dominantie

Bij rugzakproblemen zijn soms variabelen aan te wijzen, die in geen

enkele oplossing van RP(b) voorkomen, bv. Xy als ajy = & en cy < Cpe

We nemen asn dat onder de varigbelen geen duplicaten voorkomen, d.w.z.
j < o < °= 6 0 0 o

8 # ay of ¢y # e, als ] # k, en dat 0 85 < b voor j=1, ,n

Algemeen definiéren we:

Def.: Een variasbele x. wordt in een gegeven rugzakprobleem gedomineerd

als c. <R .(a.).
Jd = -4 4

Stelling: R(b) kan worden gerealiseerd door een oplossing zonder

gedomineerde variabelen.

Bewijs: Stel X ox is de grootste gedomineerde variabele in oplossing X,

die R(a) realiseert, d.w.z.

a =max { a, | x, > 0, ¢. <R .(a.)}.
max JI J » o5 £ F_5(a5))

c <R (s ) is strijdig met de optimaliteit van x.

max -max  max

Omdat geen duplicaten voorkomen, is dan de grootste variabele

die positlief 1s in een oplossing y die R-max(amax) reallseert,

kleiner dan Xx . Na substitutie van x maal deze oplossing
max max

vy, geldt voor de nieuwe oplossing x' van RP(b), &f X} ., pestaat
niet, 6f a' < a_ .

max max
Na ten hoogste n-1 substituties bevat de dan ontstane oplossing

geen dominerende variabelen meer, -
. k+1s” 7
. /
| k Pk 9] ;s //oJ ! ® /]
i ] /%4 / 9 /’
®J i 7 / I
! I 7 / LY
7 1
! i / {
1 ! p/ ! 'S o
i } k ! /7 K 7kl
/ 1 , s
! ! / ! 7 §
4 ) z '] Z yd ]
1 2 3 L 5

Een variabele Xj wordt bv. gedomineerd door X, (en x

1) a., = 8 on ¢y <e

d
2) ¢ < max { C | x # 3, 8 < as o
3) a; =D& en c, Spoey (p > 2 en geheel) :
W) ¢ < max {pck | X # 3, P8y ;zaj, P 2 2 en geheel}
5) cj < max {cl + pe, | k #3, L #3, a, + pak;aj, P21 en geheel}.
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In sommige algoritmen (b.v. rugzakalgoritmen van Gilmore & Gomory) is
dominentie tijdens de uitvoering van de élgoritme gemakkelijk vast te
stellen; in andere is dat niet mogelijk en.moet men zich ertoe beperken
om voeraf eenvoudige vormen van dominantie na te gaan. (branch-snd~bound
rugzakelgoritme, rugzakalgoritme van Hu) en eventueel ingewikkelderv
vormen tijdens de uitvoering (rugzakalgoritmen van Hu).

De voor deze controles benodigde tijd is meestal gering in verhouding

tot de totale rekentijd of de verkregen tijdwinst.
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APPENDIX B: Testproblemen

Bij het testen van de procedures van appendik C zijn 4 series testpro-

blemen gebruikt. Een probleem wordt aangeduid door probleemnummer E-n-p:

- de letter E identificeert de serie;

- n is het aantal variabelen van het probleem;

- p is een getal dat problemen met verschillend rechterlid in de-
zelfde serie E en met hetzelfde aantal variabelen n van elkaar

onderscheidt.

Tabel 4 beschrijft de manier waarop de problemen gegenereerd zijn en

geeft enige karakteristieken van de series. (zie app.B 2)

Tabel 5 geeft de grootte van het rechterlid b van de bijvoorwaarde,
waarboven de rugzakfunctie R(b) periodiek is, zoals bepaald door algo-

ritme 4 van appendix C.

TABEL 5: PERIODICITEIT VAN RUGZAKFUNCTIES

ERIE
A B C D
. n
10 927
25 658
250 19 815 2289
500 29 970 5963
1000 26 350 | >11000
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APPENDIX C: ALGOL-preocedures

10

2o

Rugzakalgoritme

Rugzakalgoritme

Rugzakalgoritme

Rugzakalgoritme

van Hu
van Nemhauser
van Gilmore & Gomory 1A

van Gilmore & Gomory 1B / Shapiro & Wagner

Knapzakalgoritme van Hu

Knapzakalgoritme van Gerhardt

Branch-and-bound rugzakalgoritme

Branch~and~bound knapzakalgoritme

Branch-and-bound knapzakalgoritme van Greenberg & Hegerich

Branch-~and~bound algoritme voer rugzakproblemen met bovengrenzen
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